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Re´sume´ :
Le comportement anisotrope (cubique) des superalliages monocristallins CFC doit eˆtre pris en compte
lors de l’e´tude de la dure´e de vie des aubes de turbine. La prise en compte des syme´tries mate´rielles de
la famille d’alliage conside´re´e permet de proposer a` la fois un crite`re de plasticite´ macroscopique et une
contrainte effective en utilisant la de´composition spectrale en modes de Kelvin du tenseur d’e´lasticite´ de
Hooke. Une loi d’endommagement incre´mentale anisotrope est propose´e. Elle peut alors eˆtre couple´e
a` diffe´rents mode`les de plasticite´ (plasticite´ cristalline et plasticite´ macroscopique). Elle permet le
dimensionnement en fatigue-fluage.
Abstract :
Anisotropic (cubic) behavior of FCC single crystal superalloys must be taken into account when esti-
mating turbine blades lifetime. Thanks to a study of considered alloy family material symmetries, a
novel macroscopic yield criterion on the one hand and an effective stress on the other hand can be
proposed using Kelvin spectral decomposition of Hooke elasticity tensors. An incremental anisotropic
damage law is proposed. It can then be coupled to different plasticity models – crystal plasticity and
macroscopic plasticity – in order to predict creep-fatigue lifetime.
Mots clefs : endommagement anisotrope ; plasticite´ anisotrope ; de´composition de
Kelvin
1 Introduction
Les aubes de turbine monocristallines sont de plus en plus re´pandues dans les moteurs d’avion. Si la
solidification dirige´e d’un unique grain de superalliage CFC base nickel permet d’acque´rir d’excellentes
proprie´te´s thermome´caniques, elle induit e´galement un comportement anisotrope qui doit eˆtre pris en
compte lors de l’e´tude de la dure´e de vie de ces pie`ces, essentiellement sollicite´es en fatigue et fluage. Le
comportement anisotrope de tels alliages, duˆ au mouvement des dislocations sur les diffe´rents syste`mes
de glissement, est ge´ne´ralement traduit par des mode`les de plasticite´ cristalline fonde´s sur le crite`re de
Schmid [9] du fait de l’insuffisance des mode`les macroscopiques existants [4, 11]. La prise en compte
des syme´tries mate´rielles de la famille d’alliage conside´re´e permet toutefois de proposer un crite`re de
plasticite´ macroscopique pertinent [3]. Ce crite`re, ici enrichi d’e´crouissages isotropes et cine´matique,
est e´tendu a` la plasticite´ par normalite´ puis a` la visco-plasticite´ via l’introduction d’une fonction de
viscosite´, elle aussi construite a` partir des modes de Kelvin.
Par ailleurs, du fait des cycles thermome´caniques complexes que subissent les moteurs lors des diffe´rentes
phases de vol, les aubes sont essentiellement sollicite´es en fatigue-fluage et leur dure´e de vie peut eˆtre
estime´e au moyen d’une loi d’endommagement anisotrope ; afin de s’affranchir du comptage des cycles
(rainflow), une loi incre´mentale est propose´e ge´ne´ralisant la loi de Lemaitre [6]. Cette loi peut eˆtre
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applique´e en post-traitement d’un calcul de comportement ou eˆtre directement couple´e a` la (visco-
)plasticite´ via la notion de contrainte effective. Si la mise en œuvre du post-traitement est aise´e, le
couplage avec une plasticite´ quelle qu’elle soit (cristalline ou macroscopique) ne´cessite la de´finition
d’une contrainte effective propre aux syme´tries mate´rielles qu’exhibe l’alliage conside´re´, i.e. ici la
syme´trie cubique.
2 De´composition en modes de Kelvin pour les monocristaux CFC
La syme´trie mate´rielle cubique, qui caracte´rise notamment les monocristaux CFC tels que l’AM1, est
propice a` une de´composition de Kelvin aise´e du tenseur d’e´lasticite´ et met en exergue des contraintes
de Kelvin faciles a` manipuler [8, 14, 15, 16].
Les contraintes de Kelvin σK = PK : σ, ou` les PK sont les projecteurs de Kelvin de´finis a` partir des
tenseurs propres du tenseur de Hooke, sont facilement de´finies comme e´tant :
– σK=1 = σH la contrainte hydrostatique 1
3
trσ 1 (associe´e au module de Kelvin 3K),
– σK=2 = σd la partie diagonale du de´viateur des contraintes dans la base naturelle d’anisotropie
(associe´e au module de Kelvin E/(1 + ν)),
– σK=3 = σd la partie hors diagonale du de´viateur des contraintes dans cette meˆme base (associe´e
au module de Kelvin 2G).
Deux contraintes de´viatoriques, σd et σd, sont donc naturellement introduites par le biais de l’analyse
de Kelvin avec σ′ = σd + σd et σ = σ′ + σH . Cette partition est objective (et unique) dans le
cas de la syme´trie cubique. La base naturelle d’anisotropie de l’alliage est de´finie relativement aux
directions principales de la microstructure et ses axes correspondent aux normales aux faces des
pre´cipite´s cubiques cohe´rents (cf. figure 1).
a) b)
Fig. 1 – a) Base naturelle d’anisotropie pour l’AM1, b) De´finition de l’angle θ pour la traction
de´soriente´e dans le plan < 001 > − < 011 >.
Les trois contraintes de Kelvin introduites sont la base du mode`le de visco-plasticite´ propose´ d’une
part et de la contrainte effective permettant le couplage avec l’endommagement d’autre part.
3 Un mode`le de visco-plasticite´ fonde´ sur la de´composition de Kelvin
3.1 Fonction crite`re [3]
Les contraintes de Kelvin de´finies ci-avant pour la syme´trie cubique peuvent eˆtre utilise´es pour con-
struire un crite`re de plasticite´ pour les mate´riaux a` syme´trie cubique. En notant (.)eq =
√
3
2
(.)′ : (.)′
la norme au sens de Mises, la fonction crite`re peut eˆtre e´crite
f =
(
σdeq
σy
)ω
+
σdeq
σy
− 1 (1)
avec σy, σy et ω les trois parame`tres mate´riau mis en jeu dans la fonction seuil. L’identification du
crite`re est aise´e une fois toutes les donne´es disponibles a` une meˆme tempe´rature trace´es dans un meˆme
diagramme (σdeq;σ
d
eq). En effet, la limite d’e´lasticite´ dans la direction cristallographique < 001 >, σy,
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correspond a` la valeur de σdeq lorsque σ
d
eq = 0 (i.e. abscisse a` l’origine) et la limite d’e´lasticite´ dans la
direction cristallographique < 111 >, σy, correspond a` la valeur de σ
d
eq lorsque σ
d
eq = 0 (i.e. ordonne´e
a` l’origine) ; le parame`tre ω est ensuite ajuste´ de sorte a` passer au mieux par les points expe´rimentaux
disponibles. Cette proce´dure d’identification a e´te´ e´prouve´e et valide´e sur diffe´rents cas de chargement
[3]. La figure 2 illustre la pertinence de ce crite`re pour le trace´ de la surface-seuil traction-torsion du
CMSX2 a` tempe´rature ambiante et la traction de´soriente´e du CMSX2 a` 650°C (solliciation oriente´e
d’un angle θ ∈ [0° ;45°] entre les directions < 001 > et < 011 >, cf. figure 1).
Fig. 2 – Surface-seuil traction-torsion du CMSX2 a` tempe´rature ambiante et traction de´soriente´e d’un
angle θ entre < 001 > et < 011 > (points expe´rimentaux [10, 5], crite`re de Schmid et crite`re issu de
la de´composition de Kelvin pour les deux graphes).
3.2 Mode`le de plasticite´
Des e´crouissages isotropes (R et R) et cine´matique (X) peuvent tout d’abord eˆtre introduits dans la
fonction crite`re pre´ce´demment de´finie ; afin d’ame´liorer la flexibilite´ du mode`le, notamment dans les
directions couplant les deux modes de´viatoriques, une fonction de couplage des modes
g = g∞(1− e−binter
√
pdpd) peut eˆtre ajoute´e
f =
(
(σ −X)deq
σy +R
)ω
+
(σ −X)deq
σy +R
− 1− g(pd, pd) (2)
avec p˙d =
√
2
3
ǫ˙
pd : ǫ˙pd et p˙d =
√
2
3
ǫ˙
pd : ǫ˙pd (3)
La loi de plasticite´ comple`te est alors obtenue par normalite´
ǫ˙
p = λ˙
∂f
∂σ
(4)
En outre, on remarquera que le mode de´viatorique d (respectivement non diagonal d) e´quivaut a`
une sollicitation dans la direction cristallographique < 001 > (resp. < 111 >) et donc a` l’activation
des syte`mes de glissement octae´driques (resp. cubiques) ce qui permet d’identifier tre`s facilement les
parame`tres du nouveau mode`le si le jeu de parame`tres pour la plasticite´ cristalline est connu. A` titre
d’illustration, le mode`le a e´te´ applique´ avec succe`s a` la traction de l’AM1 dans diffe´rentes directions
a` 950°C (cf. figure 3, sans e´crouissage cine´matique).
3.3 Loi de viscosite´
Le mode`le propose´ est e´tendu a` la visco-plasticite´ via l’introduction d’une fonction de viscosite´ fv telle
que lorsque f > 0
3
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Fig. 3 – Courbes de traction de l’AM1 a` 950°C oriente´es (de gauche a` droite) < 001 >, < 111 >
et < 011 > obtenues par le nouveau mode`le de plasticite´ (trait plein) et courbes expe´rimentales [13]
(pointille´s).
f = fv =
〈[
1 +
(
p˙d
ǫ˙0
)1/N]ω
− 1
〉
+
+
(
p˙d
ǫ˙0
)1/N
> 0 (5)
permettant de retrouver strictement les e´quations de la visco-plasticite´ isotrope uniaxiale pour les
directions < 001 > et < 111 >. Ici encore, l’e´quivalence avec la plasticite´ cristalline dans les direc-
tions de sollicitation < 001 > et < 111 > permet d’identifier facilement les parame`tres de viscosite´
nouvellement introduits (N , N , ǫ˙0, ǫ˙0). Un mode`le de viscoplasticite´ complet a donc e´te´ construit. Il
peut alors eˆtre couple´, comme le mode`le de plasticite´ cristalline, a` l’endommagement anisotrope.
4 Couplage plasticite´s/endommagement
Compte tenu des cycles de chargements complexes que subit l’aube en fatigue-fluage, une loi d’endom-
magement incre´mentale anisotrope est propose´e. Afin d’assurer le couplage entre endommagement
anisotrope et plasticite´ (cristalline ou macroscopique), une contrainte effective σ˜ qui remplacera la
contrainte σ dans la fonction crite`re doit eˆtre de´finie pour le cas particulier de la syme´trie cubique.
4.1 Contrainte effective pour la syme´trie cubique [1]
La contrainte effective est de´finie en e´tablissant l’e´quivalence entre un endommagement porte´ par le
tenseur de Hooke et par la contrainte. La` encore, la de´composition en modes de Kelvin du tenseur
d’e´lasticite´ peut s’ave´rer judicieuse. La de´formation e´lastique de´rive de la partie e´lastique de l’enthalpie
libre spe´cifique qui, en appliquant a` σ la de´composition en modes de Kelvin pour la syme´trie cubique
(σ = σd +σd+σH), est de la forme (G, E, ν e´tant les parame`tres inde´pendants d’e´lasticite´ cubique,
K = E/(3(1 − 2ν)))
ρψ∗e =
1 + ν
2E
tr
(
HσdHσd
)
+
1
4G
tr
(
HσdHσd
)
+
1
18K
(
〈trσ〉2
+
1− ηHDH + 〈trσ〉
2
−
)
(6)
ou` D (de composantes Dij) est la variable tensorielle d’endommagement anisotrope, η est le parame`tre
de sensibilite´ a` l’orientation, ηH le parame`tre de sensibilite´ hydrostatique et DH =
1
3
trD. On pose
H = (1−D)− 12 et H = (1− ηD)− 12 et σH = 1
3
trσ1 [2].
La contrainte effective est alors de´finie a` partir de la loi d’e´tat σ = ρ ∂ψ∂ǫe et de l’e´quivalence σ˜ = E : ǫ
e
(ou` E est le tenseur de Hooke du mate´riau non endommage´)
σ˜ =
(
HσdH
)d
+
(
HσdH
)d
+
[ 〈σH〉+
1− ηHDH + 〈σH〉−
]
1
= σ˜d + σ˜d + σ˜H
(7)
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Pour le couplage (visco-)plasticite´/endommagement, cette contrainte effective peut ensuite eˆtre in-
jecte´e dans un crite`re de plasticite´ quel qu’il soit en lieu et place de σ.
4.2 Loi d’endommagement incre´mentale anisotrope
La loi propose´e est une ge´ne´ralisation au cas cubique et anisotrope de la loi de Lemaitre [7]
D˙ =
(
Y
S
)s
p˙ (8)
ou` Y = 1
2
ǫ
e : E : ǫe est la densite´ d’e´nergie e´lastique effective et S et s sont les parame`tres d’en-
dommagement. La formulation anisotrope D˙ =
(
<eσ>2
2ES
)s
p˙ [12] de cette loi peut eˆtre e´tendue au cas
cubique par
D˙ =
(1 + ν)
(
σ˜
d
)
2
2ES
+
(
σ˜
d
)
2
4GS
+
〈
σ˜
H
〉
+
2
6KSH

s
p˙ (9)
ou` S et SH sont deux nouveaux parame`tres d’endommagement.
4.3 Couplage endommagement/plasticite´s anisotropes
La contrainte effective nouvellement de´finie pour la syme´trie cubique permet d’assurer le couplage
entre plasticite´ et endommagement. Ainsi, dans le cas de la plasticite´ cristalline, la fonction crite`re de
Schmid couple´e a` l’endommagement s’e´crit
f s = |τ˜ s − xs| − rs avec τ˜ s = σ˜ :ms (10)
sur chaque syste`me de glissement s, avec ms le tenseur d’orientation de Schmid et rs et xs les
e´crouissages isotrope et cine´matique du syste`me s. Le couplage avec le mode`le macroscopique fonde´
sur la de´composition de Kelvin s’e´crit tout aussi simplement
f =
[
(σ˜ −X)deq
σy +R
]ω
+
(σ˜ −X)deq
σy +R
− 1 (11)
Le mode`le de comportement couple´ complet est alors obtenu par normalite´
(
ǫ˙
p = λ˙ ∂f∂σ , ...
)
et per-
met de mode´liser par exemple le fluage tertiaire du monocristal AM1 (cf. figure 4, sans e´crouissage
cine´matique, seuil d’endommagement constant). Le couplage plasticite´s/endommagement ou le post-
traitement par l’endommagement d’un calcul de comportement doivent permettre d’estimer la dure´e
de vie du monocristal sollicite´ en fatigue-fluage. Pour cela il conviendra de de´finir un seuil d’endom-
magement en termes d’e´nergie stocke´e [6, 12].
5 Conclusions
En de´finitive, la de´composition spectrale du tenseur de Hooke pour la syme´trie cubique permet de
de´finir de fac¸on objective trois projecteurs a` partir desquels il est possible de construire un mode`le de
(visco-)plasticite´ d’une part et une contrainte effective σ˜ assurant le couplage plasticite´s/endommagement
d’autre part. Le caracte`re incre´mental de la loi d’endommagement propose´e permet de s’affranchir de
la notion de cycles et ainsi d’estimer la dure´e de vie de l’aube soumise a` des chargements ther-
mome´caniques complexes.
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Fig. 4 – Courbes de fluage de l’AM1 a` 950°C (σ = 300MPa) oriente´es < 001 > et < 111 > obtenues
par couplage de l’endommagement avec le nouveau mode`le de plasticite´ issu de la de´composition de
Kelvin (pointille´s), du couplage avec la plasticite´ cristalline (trait plein) et points expe´rimentaux.
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